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13. ora. Alapfogalmak 3.

13. 6ra Alapfogalmak

Halmaz: Alapfogalom, igy nem definidljunk. Bizonyos dolgok, fogalmak, targyak,
személyek Osszessége; ezek a halmaz elemei. Egy halmaz akkor tekinthetd adottnak,

ha minden dologrél eldonthets, hogy benne van a halmazban, vagy nincs.
A ={a;b;c;d; e}
Halmaz elemének lenni: Az eleme relaci6 egy alapfogalom, igy nem definiéljuk.
acA és f¢A

Def. Két halmaz egyenls, ha ugyanazok az elemeik. Jele: A = B

1. Feladat. Egyenlsk-e az X = {a;b} az Y = {a; b; b;b} és a Z = {b; a} halmazok?

Halmazok megadasa:

e Szoveggel: A = {Paros szamok}

Felsorolassal: B = {2;3;5;10}

Keéplettel: C ={l <z <3:2 €N}

Rajzzal megadva, példaul ponthalmazok esetén.

Venn-diagramon szemléltetve az elemeket.
13. Hazi feladat. Adjunk meg konkrét halmazokat kiilonbéz6 modon!

13. Szorgalmi kiilon lapra. Adjunk meg ellenpéldakat a halmazokra, tehat olya-

nokat, amikben az egyértelmiiség feltétele nem teljestil.



4. 14. 6ra. Speciélis halmazok

14. 6ra  Specialis halmazok

Fontosabb szamhalmazok, melyekkel gyakran talalkozunk:

e Ures halmaz, melynek nincs eleme’. Jele: () vagy {}

Természetes szamok: N = {0;1;2;3;4... }

Egész szamok: Z = {0;1; —1;2; —-2;3; —3... }

Racionalis szamok Q = {Két egész szam hanyadosaként felirhato szamok. }

Irracionalis szamok Q* = {Két egész szam hanyadosaként nem felirhatok. }

Valos szamok: R = {A racionalis és az irracionalis szamok egyfitt.}

14. Hazi feladat. Irj olyan egyenletet, ami nem oldhaté meg az egész szamok

halmazan!

14. Szorgalmi kiilén lapra. Irj olyan egyenletet, ami nem oldhaté meg a racionalis

szamok halmazan!

1Ures halmazbol csak egy van.



15. 6ra. A részhalmaz fogalma 5.

15. 6ra A részhalmaz fogalma

Def (Részhalmaz). Az A halmaz a B halmaznak részhalmaza, ha minden A-beli

elem B-nek is eleme. Jelolés: A C B

> @

1. bra. A részhalmaz értelmezése Venn-diagramon. Az 2 az alaphalmazt jeldli, és
lathato, hogy az A minden eleme benne van a B halmazban is. Az abran nincsenek
konkrét elemek jelolve, csak azok lehetséges helye. Ezért az is el6fordulhat, hogy
bizonyos részek val6jaban tiresek.

Megjegyzés. Minden halmaz részhalmaza énmagénak: A C A

Megjegyzés. Ha A C B és B C A, akkor A és B halmazok egyenl6k.

Megjegyzés. Ha A C B és B C C, akkor A C C.

Def (Valodi részhalmaz). Az A halmaz valodi részhalmaza B halmaznak, ha A

részhalmaza a B-nek és a B halmaznak létezik olyan eleme, amely az A halmaznak

nem eleme. Jele: A C B
Megjegyzés. Ha A C B és B C C, akkor A C C.

2. Feladat. Irjuk fel az A = {a;b;c} halmaz mind a 8 darab részhalmazat! Miért

nyolc darab van? Melyek ezek koziil a valodi részhalmazok?

15. Hazi feladat. Adjuk meg az A = {1;2;3; 2} halmaz Osszes részhalmazat! Huz-

zuk ald a valodi részhalmazokat!

15. Szorgalmi kiilon lapra. Egy n elemi halmaznak 6sszesen hany darab rész-
halmaza lehet? Ebbdl hany lesz valodi?



6. 16. 6ra. Halmazmiveletek: unié és metszet

16. 6ra Halmazmiiveletek: unié és metszet

Def (Unio). Két halmaz unidjanak (egyesitésének) nevezziik azoknak az elemeknek
a halmazat, amelyek a két halmaz koziil legalabb az egyiknek az elemei. Az A és a

B halmazok uni¢janak jele: AU B

2. abra. A két halmaz unioja a kékkel jelolt halmaz. Nem feltétleniil van atfedés.

Q Q

All. Az unioképzés miveleti tulajdonsagai:
e Kommutativl: AUB=BUA
e Asszociativ: (AUB)UC =AU (BUC)
e Az iires halmaz a miivelet semleges eleme®. AUJ=0UA = A
e Onmagéval vett uni6 eredménye ugyanaz a halmaz: AUA = A

3. Feladat. Legyen az alaphalmaz a Q := {1;2;3;4}. Adott tovabba az A = {1;2}
és a B = {1;3} halmaz. Készitsiink Venn-diagramot és adjuk meg az AU B halmazt!

Def (Metszet). Két halmaz metszetének (kozos részének) nevezziik azoknak az ele-
meknek a halmazat, amelyek egyszerre mindkét halmaznak az elemei. Az A és a B

halmazok metszetének jele: AN B

[

3. dbra. A és B halmaz metszete a zold szinnel jel6lt rész.

LA miivelet elvégzése soran a két Ssszetevd sorrendje felcserélhetd.
2(Csoporosithatosidg, més néven atzarojelezhetdség, azaz a zardjel barhova tehetd.
3Nincsen semmilyen hatasa a vele végzett miiveletnek.



16. 6ra. Halmazmiveletek: unié és metszet 7.

All. Az metszetképzés miiveleti tulajdonsagai:
e Kommutativi ANB=BNA
e Asszociativi (ANB)NC =AN(BNC)
e Egy halmaz iires halmazzal vett metszete tires halmaz: ANP=0NA=10
e Onmagaval vett metszet eredménye ugyanaz a halmaz: AN A = A

4. Feladat. Adjuk meg a 3. feladatban szereplé A és B halmazok metszetét, vagyis

soroljuk fel az A N B halmaz elemeit!

Def (Diszjunk halmazok). Azt mondjuk, hogy A és B halmaz diszjunk, amennyiben

nincsenek kozos elemeik, azaz AN B =)

All. Halmazok uni6ja disztributiv a halmazok metszetre nézve, tehat:
AUu(BNC)=(AuB)N(AUC)

All. Halmazok metszete disztributiv a halmazok uni6jara nézve, tehat:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Megjegyzés. Az unié a metszetre nézve disztributiv, és a metszet is disztributiv az
uniéra nézve. A szamok estében azonban csak a szorzés disztributiv az Osszeadésra
nézve, de az Osszeadas szorzésra nem disztributiv. Itt az unié és az 6sszeadas, illetve

a metszet és a szorzas parba allitasa séril.

5. Feladat. Legyen az alaphalmaz a Q := {0;1;2;3;4;5;6}. Adott tovabba az
A = {0;1;2}, a B = {0;2;3;4} és a C = {0;4;5} halmaz. Készitsiink Venn-

diagramot és ellendrizziik a metszet és az uni6 disztributivitasat a példan keresztiil!

16. Hazi feladat. Legyen az alaphalmaz a Q := {a;b;c;d;e; f}. Adott tovabba az
A = {a;b;c} és a B = {¢;d; e} halmaz. Készitsiink Venn-diagramot és adjuk meg

az AU B és az AN B halmazt!

16. Szorgalmi kiilon lapra. Van-e olyan halmaz, aminek ha vessziik tetszéleges

A halmazzal a metszetét, akkor mindenképpen visszakapjuk az A halmazt?



8. 17. 6ra. Halmazmiiveletek: kiilonbség és komplementer

17. 6ra Halmazmiiveletek: kiillonbség és komplementer

Def (Kiilonbség). Az A kiilonbség B halmaznak! nevezziik azoknak az elemeknek

a halmazat, amelyek elemei az A halmaznak de nem elemei a B-nek?. Jele: A\ B

'

4. dbra. Az A kiilonbség B mitvelet eredménye piros szinnel lathatoé az abran.

All. A kiilénbségképzés miveleti tulajdonsagai:
e Nem kommutativ: A\ B # B\ A
e Nem asszociativ: (A\ B)\C = A\ (B\C)

Egy halmazboél énmagat kivonva iires halmazt kapunk: A\ A = ()

Az iires halmaz semleges elemként miikodik: A\ 0 = A

Az iires halmazbol barmit kivonva iires halmazt kapunk: O\ A =0

6. Feladat. Adjuk meg a 3. feladatban szerepls halmazokat alapul véve az A\ B

és a B\ A halmazmiiveletek eredményét!

Def (Szimmetrikus differencia). Két halmaz szimmetrikus differenciaja azon eleme-

ket tartalmazza, amelyek pontosan az egyik halmaznak elemei. Jelolése: A A B

'

5. dbra. Az a A és a B halmaz szimmetrikus differencidja barna szinnel lathato.

Q

Ttt szamit, hogy mi a sorrend.
2Az A halmaz elemeibé] kivessziik azokat az elemeket, melyek B-ben benne vannak.



17. 6ra. Halmazmiiveletek: kiilonbség és komplementer 9.

All. A szimmetrikus differencia miiveleti tulajdonsagai:

o Kommutativi AAB=BAA

Asszociativ: (AAB) AC=AA (BAC)

ANA=T0

AND=A
e AANB=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A)

7. Feladat. Adjuk meg a 3. feladatban szerepl§ A és B halmazok szimmetrikus

differenciajat, vagyis soroljuk fel az A /A B halmaz elemeit!

Def (Komplementer). Legyen adott a (2 alaphalmaz. Ekkor az A halmaz 2 alaphal-
mazra vonatkoz6 komplementere azon elemek halmaza, melyek nem elemei A-nak,
de elemei Q-nek®. Jele: A.

Megjegyzés. Az A komplementere megkaphato a kiilonbséghél is: A = Q\ A

Q

6. abra. Az A halmaz (2-ra vonatkoz6 komplementere rozsaszinnel lathato az abran.

8. Feladat. Adjuk meg a 3. feladatban szereplé halmazokat alapul véve mindkét

halmaz komplemeterét, vagyis az A és a B halmazok elemeit!

17. Hazi feladat. Legyen K={2-vel oszthato szamok} és H={6-tal oszthato sza-

mok}, és az alaphalmaz () = N. Hatarozzuk meg szovegesen az alabbi halmazokat!
ay K cy K\H ey HAK
by H dy H\ K

17. Szorgalmi kiilon lapra. Adjuk meg képlettel a hazi feladatban szerepld hal-

mazokat!

3A komplementerhalmazt kiegészité halmaznak is hivjak.



10. 18. 6ra. Feladatok

18. 6ra Feladatok

9. Feladat. Legyen adott A={4 <z <7:z€Z}ésB={4<z<7:2€Q}
halmaz és a C' = {4;5;6;7}. Dontsiik el, hogy az alabbi allitasok vagy hamisak!

ay ACB ey BCC iy 4CA
by ACB fy BcC jy B C A
cy AcC gy CCA kyOCA
dy ACC h, CCA ) ACZ

10. Feladat. Legyen Q = {a;b;¢;d;¢; f;9}, A = {a;b;¢;d}, B = {c;d;e; f} és
C ={d; f}. Adjuk meg elemeik felsorolasaval az alabbi halmazokat!

a.) AUB d.) B\ A g4 B
b.) ANB €. AAB h) AUB
C) A\ B f.) A (D) ANB

18. Hazi feladat. Hatarozzuk meg az A és a B halmazokat elemeik felsorolasaval,
ha tudjuk, hogy AU B = {5;6;7;8;9;10}, A\ B = {8;9;10} és AN B = {5}.

18. Szorgalmi kiilon lapra. Igazold a disztributiv azonosségokat a 10. feladatban!



19. 6ra. Intervallumok 11.

19. 6ra Intervallumok

Def (Zart intervallum). Az a,b zart intervallum valos szamok azon részhalmazat

jelenti, ami a és b szamok kozott vannak, a hatarokat beleértve, azaz:
[a.0] = {z:a <2 < b}

Def (Nyilt intervallum). Az a,b nyilt intervallum valos szamok azon részhalmazat

jelenti, ami a és b szamok kozott vannak, a hatarokat kivéve, azaz:
la,b[={z:a <z < b}

Megjegyzés. Léteznek egyik oldalrol zart, mésik oldalrol nyitott intervallumok is, pl.:
e [3;10]
e |3;10]
o [5;+oo
o | —00;3
11. Feladat. Toltsiik ki a tablazatot!
19. Hazi feladat. Fejezd be a tablazatot!

19. Szorgalmi kiilon lapra. Talalj ki sajat intervallumokat!



12. 20. 6ra. Halmazok szamossaga

20. 6ra Halmazok szamossaga

12. Feladat. Egy 20 {6s csoportban 0sszesen 15 didk tud angolul és 12 tud németiil.
Hanyan tudnak angolul és németiil is, ha tudjuk, hogy mindenki beszél az egyik

felsorolt nyelv valamelyikén.
Logikai szita formula: Legyen A és B véges halmazok. Ekkor fennall az aldbbi:
|AUB| = |A|+|B| - |AN B|
Megjegyzés. Kizarolag diszjunk A és B véges halmazokra igaz, hogy:
| ANB|=0 = |AUB|=|A|+ |B]
Megjegyzés. Harom darab A, B, C' véges halmazoknél:
|JAUBUC| =|A|+ |B|+|C|—|ANnB|—|ANC|—|BNnC|+|ANnBNC|

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a paratlan halmazt tartalmazé metszetek szdmos-
sdga pozitiv, a parosaké negativ elGjelet kapnak. Ennek alapjan tetszéleges (véges)

halmaz uni6janak szamossaga kiszadmithato.

20. Hazi feladat. Egy 30 {6s osztalyban hanyan tanuljadk mindharom nyelvet, és

hényan nem tanulnak franciat, ha tudjuk a kévetkezdket:
e Minden diédk tanul legalabb két nyelvet.

e Az angol is és németet is tanuldé didkok szama megegyezik a franciat tanuléd

didkok szamaéval.
e Angolul 27-en tanulnak.
e A németet is és franciat is tanuldk szama 15.

20. Szorgalmi kiilon lapra. Ird fel a kovetkezs A, B, C, D véges halmazokra,

hogy mekkora a kovetkezd halmaz elemszama:

JAUBUC U D)|



21. 6ra. Feladatok 13.

21. 6ra Feladatok

13. Feladat. Egy matematikaversenyen 3 feladatot ttiztek ki. A 30 indulé koziil az
elsé feladatot 19-en, a masodikat 15-en, a harmadikat 18-an oldottak meg hibatlanul.
Az els6 és masodik feladatra 7, a masodik és harmadik feladatra 10, az elsé és
harmadik feladatra 9 tanuld adott helyes megoldast.Mindharom feladat megoldasa

3 didknak sikeriilt. Hanyan nem tudtak egyetlen feladatot sem megoldani?

21. Hazi feladat. Adottak az R, S és T halmazok. Irjuk fel halmazmtiveleti jelek

segitségével azon elemek halmazat, amelyek
a.y elemei R-nek vagy S-nek, de nem elemei S-nek is és T-nek is;
b.) a harom halmaz koziil pontosan kettének elemei;
c.y a harom halmaz koziil legalabb egynek elemei, de ha € T, akkor ¢ R!

21. Szorgalmi kiilén lapra. Adott az S sikban K pont. Abrazoljuk S azon
pontjainak halmazat, amelyeknek K-tol vald tavolsaga nagyobb 2 cm-nél és nem

nagyobb 5 cm-nél!



14. 22. 6ra. Véges és végtelen halmazok

22. 6ra Véges és végtelen halmazok

Def (Véges halmaz). Egy V halmazt végesnek neveziink, ha elemeit parba allithat-

juk a természetes szamok egy olyan valodi részhalmazaval, melynek elemei:

{0;1;2; 3;4; ...;n} CN

Megjegyzés. Az iires halmazhoz az iires {}-t rendeljiik. Az {alma} és {42} halma-
zokhoz a {0}-t, az {alma; szilva} és {42; 137} halmazokhoz {0; 1}-t rendeljik.

Def (Véges halmaz szamossaga:). A véges nemiires V halmazhoz rendelt természetes
szamokbol allo részhalmaz legnagyobb eleménél 1-gyel nagyobb szémot nevezziik a

szam szamossaganak. Az tires halmazhoz a nullat rendeljiik. Jele: Pl.: |V

Def (Megszamlalhatoan végtelen halmaz). Egy halmaz megszamlalhatéan végtelen,

ha elemei péarba allithatok a természetes szamokkal. Jele: PL: |N| = 8,
All. A természetes szamok és a nempozitiv szamok szamossaga azonos.

Bizonyitds. Mindenkihez az ellentettjét rendeljiik, igy mindenkinek lesz parja. A

természetesek szamossaga megszamlalhatéan végtelen, igy a nempozitivaké is. [
All. A természetes szamok és a negativ szamok szamossaga azonos.

Bizonyitds. A természetes szamok az ellentettjiiknél 1-gyel kisebb szamhoz rende-

16dnek, igy senki nem fog kimaradni. Emiatt a két halmaz szdmossaga azonos. [J
All. A péaros szamok és a természetes szamok szadmossaga megegyezik.

Bizonyitds. Minden természetes szamhoz a kétszeresének megfelel§ paros szamot

kapunk. A péaros szamokhoz viszont a fele akkora természetes szamot rendeljiik. [
All. A természetes szamok és az egész szamok szamossaga megegyezik

Bizonyitdas. Egy lehetséges parositas:

0112|3456 7|8]9]10]..]2k1]2k
O(-1]1]-22|-3|3|4(4]|-5|5|...| -k |k




22. ora. Véges és végtelen halmazok 15.

All. A természetes szamok és a racionalis szamok szamossaga azonos

1 2z 3. 4 - 6. .
eizlop | eszlop | oszlop | oazlop | eszlop | eszlop |~ | oszlep
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7. abra. A raciondlis és természetes szamok parba allitésa.

22. Hazi feladat. Igazold, hogy a paros szamok és a negativ egészek szamosséga

azonos és azt is, hogy szamossaguk megszamlahatoan végtelen!

22. Szorgalmi kiilon lapra. Egy tetsz6leges zart intervallumban véges, megszam-

lahatoan végtelen, esetleg még nagyobb szamossagi elem van?



16. 23. 6ra. Feladatok

23. 6ra Feladatok

14. Feladat. Igaz-e, hogy barmilyen A és B halmazokra A C B esetén |A| < |B|?

Def (Megszamlalhatatlanul végtelen halmaz). Egy halmaz megszamlalhatatlanul

végtelen, ha elemei parba éllithatok a valos szamokkal. Jele: PL: |R| = ¢
All. A valés szamok halmazanak szamossaga nagyobb, mint a természetes szamokeé.
23. Hazi feladat. Mekkora az irracionélis szamok szamosséga?

23. Szorgalmi kiilon lapra. Egy sikra lerajzolhato Osszes lehetséges haromszog

szamossaga mekkora lehet?



24. 6ra. Racionélis és irracionalis szamok 17.

24. 6ra Raciondlis és irracionalis szamok
15. Feladat. Igazoljuk, hogy a kdvetkezd szamok felirhatok két egész szam hanya-
dosaként, azaz racionalis szamok!
a.) 0,66666666666666...
b.y 1,123123123123123...
24. Hazi feladat. Nincs

24. Szorgalmi kiilon lapra. Melyik két egész szamok hanyadosa a kovetkezs?

1,137420



18. 25. 6ra. Miuveletek racionalis szémok korében

25. 6ra Miiveletek racionalis szamok korében

16. Feladat. Végezziik el az alabbi szamitasokat!

3 5 1 5
°LE = hy 5- = R
a)4 7 )5 3+7 2
3 5
o () ()- ¥
- 37
c)y —ptg=
L3 4T
a, (248).2- Py
D\1"7) 4
k g+g+é—
o (2.5).9_ "5 T3
J\37 1) 1~
o(E )6
f)3§: "\37"5) 7

g Hh— + 7= = m.)

25. Hazi feladat. A hibasan megoldott feladatokhoz hasonlot kitalalni (mas sza-

mokkal) és megoldani!

25. Szorgalmi kiilén lapra. Irj mtveleti jeleket a szamok kozé a bal oldalra, hogy

igaz legyen az egyenlGség!

0 0 0 = 6
1 1 1 = 6
2 2 2 = 6



26. ora. Miveletek tizedestortekkel 19.

26. 6ra Miiveletek tizedestortekkel

17. Feladat. Végezed el az alabbi szamitasokat!

a.y 312,42 + 531,526 + 13,5 =

b.y 5164,5 4 62,12 =

c.) 2312,42 — 531,526 =

d.y 43,21-13,4 =

ey 165,6:2,3=

f.) 81:8 =

gy 25:6=
26. Hazi feladat. Végezed el az alabbi szamitasokat!

a) 3-42,12+2-51,6 =
by 0,1-9=

c.y (—42,125) - (—23,51) =
d.y — osztds maradéka:

26. Szorgalmi kiilén lapra. Irj olyan példat, melyben tortalakban és tizedestort-

ben felirt szam is van, majd oldd meg!



20. 27. 6ra. Dolgozat

27. 6ra Dolgozat

halmaz megadasa részhalmaz mtveletek halmazokkal szamhalmazok intervallumok

szamossagok logikai szita mtiveletek racionalis szamokkal
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